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1.1 Ćıle modulu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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5.3 Třet́ı typ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

6 Integrace iracionálńıch funkćı. 23
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1 Úvod

1.1 Ćıle modulu.

Odstavec 2. Porozumět pojmům primitivńı funkce a neurčitý integrál, uvědomit
si, že primitivńı funkce byly definovány na otevřených intervalech. Znát základńı
vlastnosti neurčitého integrálu. Po prostudováńı byste měli být schopni nalézt
po úpravách primitivńı funkce k r̊uzným jednoduchým funkćım, určit obory
platnosti a zkontrolovat si derivováńım správnost výsledku integrováńı.

Odstavec 3. Dobrá znalost tabulky primitivńıch funkćı a obor̊u platnosti je nezbyt-
nou podmı́nkou pro zvládáńı daľśıho textu. Po prostudováńı byste měli umět
rozpoznat, kdy je vhodné pro výpočet integrálu použ́ıt metodu per partes,
kdy a jakou substitučńı metodu a správnou volbou složek nebo substituce jej
vyřešit. K źıskáńı této schopnosti je nezbytné si vyřešit dostatečné množstv́ı
př́ıklad̊u, což ostatně plat́ı pro všechny odstavce tohoto modulu.

Odstavec 4. Po prostudováńı byste měli umět zintegrovat parciálńı zlomky, které
odpov́ıdaj́ı jednonásobným nebo v́ıcenásobným reálným kořen̊um jmenovatele
racionálńı funkce a dvojićım jednonásobných komplexně sdružených kořen̊u.
Seznámı́te se také s rekurentńım vzorcem a s výpočtem integrál̊u parciálńıch
zlomk̊u, odpov́ıdaj́ıćıch dvojici v́ıcenásobných komplexně sdružených kořen̊u.

Odstavec 5. Nauč́ıte se, jak volit substituce, abyste převedli integrály některých
goniometrických funkćı na racionálńı funkce. Měli byste umět použ́ıt tyto jed-
notlivé goniometrické substituce. Na základě znalost́ı vztah̊u mezi goniomet-
rickými funkcemi umět vypoč́ıtat integrály ze součin̊u funkćı sinus a kosinus
r̊uzných argument̊u.

Odstavec 6. Seznámı́te se s t́ım, jak můžete racionalizovat některé integrály ob-
sahuj́ıćı odmocniny. Je zapotřeb́ı umět tyto substituce správně určit a je-
jich použit́ım převést integrand na racionálńı funkci. Připomeneme si, že pro
výpočet některých typ̊u integrál̊u obsahuj́ıćıch odmocniny můžete použ́ıt 1.
substitučńı metodu nebo metodu per partes. Také tyto početńı postupy muśıte
zvládnout.

1.2 Požadované znalosti.

Dobře ovládat derivováńı funkćı, rozklady racionálńıch funkćı na parciálńı zlomky,
znát základńı vztahy mezi goniometrickými funkcemi.

1.3 Doba potřebná ke studiu.

Přibližně lze odhadnout potřebnou dobu ke studiu jednorozměrného integrálu na 15
hodin. Pro źıskáńı zkušenost́ı a zručnosti ve výpočtu primitivńıch funkćı bude ještě
zřejmě zapotřeb́ı daľśı čas závislý na dosavadńı početńı praxi studenta.
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1.4 Kĺıčová slova.

Primitivńı funkce, neurčitý integrál, vlastnosti neurčitého integrálu, metoda per
partes, prvńı a druhá substitučńı metoda, integrace racionálńı funkce, integrace go-
niometrických funkćı, integrace iracionálńıch funkćı.
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2 Základńı pojmy.

Definice 2.1. Řekneme, že funkce F je primitivńı funkćı k funkci f
na otevřeném intervalu I ⊂ R, jestlǐze pro každé x ∈ I plat́ı

F ′ (x) = f (x) .

Poznámka 2.1.

(a) Necht’ F je primitivńı funkćı k funkci f na otevřeném intervalu I. Potom funkce
Fc (x) = F (x) + c, x ∈ I, kde c ∈ R je libovolná konstanta, je také primitivńı
funkćı k funkci f na intervalu I.

Obrázek 1: Nejednoznačnost existence primitivńı funkce.

(b) Pro libovolný bod x0 ∈ I a každé y0 ∈ R existuje jedna primitivńı funkce F
k funkci f na I, pro kterou plat́ı F (x0) = y0 (graf funkce F procháźı bodem
[x0, y0]).

(c) Funkce F je spojitá na intervalu I.

Poznámka 2.2. Jsou-li F , G primitivńı funkce k funkci f na otevřeném intervalu
I, pak existuje takové č́ıslo c ∈ R, že plat́ı G (x) = F (x) + c na I. Množinu všech
těchto primitivńıch funkćı obvykle nazýváme neurčitým integrálem funkce f na I a
znač́ıme jej

∫
f (x) dx.
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Poznámka 2.3. V literatuře je možné se také setkat s definićı primitivńıch funkćı
na obecněǰśıch množinách, nežli jsou intervaly (např. sjednoceńı interval̊u). Tato
obecněǰśı definice však má některé nevýhody (např. primitivńı funkce se nemuśı lǐsit
o konstantu).

V daľśım textu se seznámı́me s r̊uznými metodami výpočtu primitivńıch funkćı. Je
vhodné si ale uvědomit, že i když nám následuj́ıćı Věta 2.1 zaručuje existenci prim-
itivńı funkce ke každé spojité funkci na otevřeném intervalu, přesto se v aplikačńıch
úlohách vyskytuj́ı takové spojité funkce na intervalu, k nimž neexistuj́ı primitivńı
funkce, které se daj́ı vyjádřit jako konečné lineárńı kombinace funkćı složených z
elementárńıch funkćı. Patř́ı k nim např.∫ ex

x
dx,

∫
e−x2

dx,
∫

sin x2 dx,
∫ cos x

x
dx,

∫ 1√
1− k2 sin2 x

dx,

kde 0 < k < 1, apod. Ř́ıkáme pak často, že tyto integrály jsou tzv. neelementárńı.

Věta 2.1. Každá funkce spojitá na otevřeném intervalu I má na tomto intervalu
primitivńı funkci.

Př́ıklad 2.1. Ukážeme př́ıklad konstrukce primitivńı funkce F k funkci f v inter-
valu (0, 2). Funkce f je dána takto:

f(x) =

 x, x ∈ (0, 1] ,

1, x ∈ (1, 2) .

Podle Věty 2.1 primitivńı funkce existuje. Zvolme primitivńı funkce v jednotlivých
intervalech takto:

F1(x) =
1

2
x2, x ∈ (0, 1) , F2(x) = x + d, x ∈ (1, 2) ,

kde d je konstanta. Protože funkce F muśı být spojitá, zvoĺıme konstantu d tak, aby

lim
x→1+

F2(x) = lim
x→1−

F1(x) =
1

2
.

Odtud d = −1/2. Tedy celkem

F (x) =


1

2
x2, x ∈ (0, 1] ,

x− 1

2
, x ∈ (1, 2) .

Přitom

F ′
+(1) = lim

x→1+

x− 1
2
− 1

2

x− 1
= 1, F ′

−(1) = lim
x→1−

x2

2
− 1

2

x− 1
=

1

2
lim

x→1−
(x + 1) = 1.

Vid́ıme tedy, že funkce F je spojitá v bodě 1 a F ′(x) = f(x) pro každé x ∈ (0, 2).
Je tedy funkce F primitivńı k funkci f na (0, 2).
Grafy funkćı f a F jsou znázorněny na obrázku 2.
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Poznámka 2.4. Funkce g definovaná na intervalu (0, 2) takto

g(x) =

 x, x ∈ (0, 1] ,

2, x ∈ (1, 2) ,

nemá na tomto intervalu primitivńı funkci ve smyslu naš́ı definice.

Poznámka 2.5. Existuj́ı však i nespojité funkce, k nimž je možno nalézt primitivńı
funkce.

Věta 2.2. Jestlǐze existuj́ı primitivńı funkce k funkćım f a g na otevřeném inter-
valu I, pak plat́ı ∫

cf (x) dx = c
∫

f (x) dx,∫
(f (x) + g (x)) dx =

∫
f (x) dx +

∫
g (x) dx,

kde c 6= 0 je libovolná reálná konstanta.

Obrázek 2: Př́ıklad 2.1.
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Poznámka 2.6. Zobrazeńı A f →
∫

f dx je lineárńı zobrazeńı lineárńıho prostoru
C0(I) do lineárńıho prostoru C1 (I). Toto tvrzeńı plyne z Věty 2.2.

Tabulkové integrály.
Z tabulky derivaćı dostáváme okamžitě tabulku primitivńıch funkćı. V následuj́ıćıch
vzorćıch je c ∈ R libovolná konstanta:

∫
xn dx =

xn+1

n + 1
+ c, x ∈ R, n ∈ N ∪ {0},∫

xα dx =
xα+1

α + 1
+ c, x ∈ (0,∞), α ∈ R, α 6= −1,∫ 1

x
dx = ln |x|+ c, x ∈ (0,∞) nebo x ∈ (−∞, 0),∫

ax dx =
ax

ln a
+ c, x ∈ R, a > 0, a 6= 1 je konstanta,∫

sin x dx = − cos x + c, x ∈ R,∫
cos x dx = sin x + c, x ∈ R,∫ 1

sin2 x
dx = − cot x + c, x ∈ (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z,∫ 1

cos2 x
dx = tg x + c, x ∈ ((2k − 1)π/2, (2k + 1)π/2), k ∈ Z,∫ 1√

1− x2
dx = arcsin x + c, x ∈ (−1, 1),∫ 1

1 + x2
dx = arctg x + c, x ∈ R,∫

sinh x dx = cosh x + c, x ∈ R,∫
cosh x dx = sinh x + c, x ∈ R,∫ 1

cosh2 x
dx = tanh x + c, x ∈ R,∫ 1

sinh2 x
dx = − coth x + c, x ∈ (0,∞) nebo x ∈ (−∞, 0).

Poznámka 2.7. (k druhému vzorci v předešlé tabulce - možnost rozš́ı̌reńı inte-
gračńıch obor̊u)
Je-li α = p/q ∈ Q, α 6= −1, p, q nesoudělná, pak
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(a)

je-li α > 0 a

 q sudé, pak x ∈ (0,∞),

q liché, pak x ∈ R,

(b)

je-li α < 0 a

 q sudé, pak x ∈ (0,∞),

q liché, pak x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞),

Př́ıklad 2.2. Hmotný bod koná př́ımočarý pohyb takový, že jeho zrychleńı roste
rovnoměrně s časem a za prvńıch 10 s pohybu naroste z nulové hodnoty na 5 m ·s−2.
Jaká je rychlost pohybu hmotného bodu v čase t = 10 s a jakou dráhu hmotný bod
vykonal, jestliže v čase t = 0 byl v klidu?

Řešeńı. Zřejmě pro zrychleńı a plat́ı a = kt, kde k = a10/t10 = 1/2 m · s−3. Odtud

v(t) =
∫

a(t) dt =
∫

kt dt =
1

2
kt2 + c.

Protože v(0) = 0 dostáváme, že c = 0. Odtud v(10) = 25 m · · ·−1. Pro dráhu s máme

s(t) =
∫

v(t) dt =
k

2

∫
t2 dt =

1

6
kt3 + d.

Vzhledem k tomu, že s(0) = 0 dostáváme, že d = 0 a tedy s(10) = 83.33 m.

Cvičeńı 2.1. Užit́ım základńıch vztah̊u spočtěte dané integrály na daných oborech:

a)
∫ (

x3 − 1

x
+

4
√

x

2
+

6
3
√

x2

)
dx na (0,∞) ;

b)
∫ x4 − 3x2 − 1√

x
dx na (0,∞) ;

c)
∫ x− 1

1 +
√

x
dx na (0,∞) ;

d)
∫ cos2 x

1 + sin x
dx na

(
−π

2
,
3π

2

)
;

e)
∫

sin2 x

2
dx na R;

f)
∫

tg2 x dx na
(
−π

2
,
π

2

)
.

10



3 Základńı integračńı metody.

Věta 3.1. (Prvńı substitučńı metoda.) Necht’ funkce f má primitivńı funkci F na
otevřeném intervalu J . Necht’ funkce ϕ zobrazuje otevřený interval I do J a má na
intervalu I konečnou derivaci. Potom F ◦ ϕ je primitivńı funkćı k funkci (f ◦ ϕ) ϕ′

na intervalu I a plat́ı∫
f (ϕ (t)) ϕ′ (t) dt = F (ϕ (t)) + c, c ∈ R.

Důkaz. Plyne př́ımo z věty o derivaci složené funkce.

Př́ıklad 3.1. Vypočtěte primitivńı funkci k dané funkci g(t) na daném intervalu:

a) g (t) = t cos(t2 + 1) na R.

Řešeńı. Daná funkce je spojitá na R a podle Věty 2.1 existuje primitivńı
funkce. ∫

t cos
(
t2 + 1

)
dt =

∣∣∣∣∣ t2 + 1 = x
2t dt = dx

∣∣∣∣∣ = 1

2

∫
cos x dx

=
1

2
sin x + c =

1

2
sin

(
t2 + 1

)
+ c.

b) g (t) =
t

3 + 2t4
na R.

Řešeńı. ∫ t

3 + 2t4
dt =

∣∣∣∣∣∣
t2 = u

2tdt = du

∣∣∣∣∣∣ = 1

2

∫ 1

3 + 2u2
du

=
1

6

∫ 1

1 +
(√

2u√
3

)2 du =

∣∣∣∣∣∣∣
√

2√
3
u = x

√
2√
3
du = dx

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2
√

6

∫ 1

1 + x2
dx =

1

2
√

6
arctg x + c

=

√
6

12
arctg

t2
√

6

3
+ c.

Věta 3.2. (Druhá substitučńı metoda.) Necht’ funkce ϕ zobrazuje otevřený interval
I na interval J a necht’ má konečnou derivaci ϕ′ 6= 0 na I. Je-li G primitivńı funkćı
k funkci (f ◦ ϕ) ϕ′ na I, pak funkce G ◦ ϕ−1 je primitivńı k f na J a plat́ı∫

f (x) dx =
∫

f (ϕ(t)) ϕ′(t) dt = G(t) + c = G
(
ϕ−1(x)

)
+ c.
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Důkaz. Z předpokladu, že ϕ′ 6= 0 plyne, že funkce ϕ je spojitá a ϕ′ > 0 nebo
ϕ′ < 0. Z tohoto dostáváme, že funce ϕ je ryze monotonńı a existuje tedy inverzńı
funkce ϕ−1, která je spojitá a má konečnou derivaci. Pro libovolné x ∈ J tedy plat́ı

(
G
(
ϕ−1(x)

))′
= G′

(
ϕ−1(x)

) (
ϕ−1(x)

)′
= G′(t)

1

ϕ′(t)

= f (ϕ(t)) ϕ′(t)
1

ϕ′(t)
= f (ϕ(t)) = f(x).

Př́ıklad 3.2. Vypočtěte primitivńı funkci k funkci
√

1− x2 na intervalu J = (−1, 1).

Řešeńı. Položme ϕ(t) = sin t, I = (−π/2, π/2), ϕ : (−π/2, π/2) → (−1, 1), ϕ′ 6= 0
na J .

∫ √
1− x2 dx =

∣∣∣∣∣∣∣
x = sin t = ϕ (t)
t = arcsin x = ϕ−1 (t)

dx = cos t dt

∣∣∣∣∣∣∣ =
∫ √

1− sin2 t cos t dt

=
∫
|cos t| cos t dt =

∫
cos2 t dt

=
∫ 1 + cos 2t

2
dt =

1

2

(
t +

1

2
sin 2t

)
=

1

2
(t + sin t cos t) =

1

2

(
t + sin t

√
1− sin2 t

)
=

1

2

(
arcsin x + x

√
1− x2

)
+ c.

Věta 3.3. (Metoda per partes.) Necht’ funkce u, v maj́ı spojité derivace na otevřeném
intervalu I. Potom na I plat́ı∫

u(x)v′ (x) dx +
∫

u′ (x) v (x) dx = u(x)v (x) .

Důkaz. Plyne z věty o derivaci součinu funkćı a definice primitivńı funkce.

Př́ıklad 3.3. Vypočtěte primitivńı funkci k dané funkci na daném intervalu:

(a) f (x) = xex na R.

Řešeńı.

∫
xex dx =

∣∣∣∣∣∣
u(x) = x v′ (x) = ex

u′ (x) = 1 v(x) = ex

∣∣∣∣∣∣ = xex −
∫

ex dx = (x− 1) ex + c.
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(b) f (x) = ln x na (0,∞).

Řešeńı.

∫
ln x dx =

∣∣∣∣∣∣
u(x) = ln x v′ (x) = 1

u′ (x) = 1/x v(x) = x

∣∣∣∣∣∣ = x ln x−
∫

dx = x (ln x− 1) + c.

(c) f (x) =
ln2 x

x2
na (0,∞).

Řešeńı.

∫ ln2 x

x2
dx =

∣∣∣∣∣∣
u(x) = ln2 x, v′(x) = 1

x2

u′(x) = 2 ln x
x

, v(x) = − 1
x

∣∣∣∣∣∣ = − ln2 x

x
+ 2I,

kde

I =
∫ ln x

x2
dx =

∣∣∣∣∣∣
u(x) = ln x, v′(x) = 1

x2

u′(x) = 1
x
, v(x) = − 1

x

∣∣∣∣∣∣
= − ln x

x
+
∫ 1

x2
dx = − ln x

x
− 1

x
= − ln x + 1

x
+ c.

Celkem tedy

∫ ln2 x

x2
dx = − ln2 x + 2 ln x + 2

x
+ c, x ∈ R+.

(d) f (x) = x3 arctg x na R.

Řešeńı.

∫
x3 arctg x dx =

∣∣∣∣∣∣
u(x) = arctg x, v′(x) = x3

u′(x) = 1
1+x2 , v(x) = 1

4
x4

∣∣∣∣∣∣
=

x4

4
arctg x− 1

4

∫ (x4 − 1) + 1

x2 + 1
dx

=
x4

4
arctg x− 1

4

∫ (
x2 − 1 +

1

x2 + 1

)
dx

=
x4

4
arctg x− 1

4

(
x3

3
− x + arctg x

)

=
x4 − 1

4
arctg x− x3

12
+

x

4
+ c.
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Př́ıklad 3.4. Vypočtěte integrál

I =
∫

ex sin x dx na R.

Řešeńı.∫
ex sin x dx =

∣∣∣∣∣∣
u(x) = ex v′ (x) = sin x

u′ (x) = ex v(x) = − cos x

∣∣∣∣∣∣ = −ex cos x +
∫

ex cos x dx

=

∣∣∣∣∣∣
u(x) = ex v′ (x) = cos x

u′ (x) = ex v(x) = sin x

∣∣∣∣∣∣ = ex(− cos x + sin x)−
∫

ex sin x dx.

Tedy
I = ex(sin x− cos x)− I,

a odtud pro x ∈ R∫
ex sin x dx =

1

2
ex(sin x− cos x) + c, c ∈ R.

Poznámka 3.1. Analogickým zp̊usobem lze poč́ıtat integrály∫
eax sin bx dx,

∫
eax cos bx dx na R,

kde a, b jsou libovolné reálné konstanty.

Př́ıklad 3.5. Kombinaćı prvńı substitučńı metody a metody per partes vypoč́ıtejte
integrály

I =
∫

x5 ex2

dx, J =
∫

arctg x dx na R.

Řešeńı.

I =

∣∣∣∣∣∣
x2 = t

2xdx = dt

∣∣∣∣∣∣ = 1

2

∫
t2 et dt

=

∣∣∣∣∣∣
u(t) = t2, v′(t) = et

u′(t) = 2t, v(t) = et

∣∣∣∣∣∣ = t2 et

2
−
∫

t et dt

=

∣∣∣∣∣∣
u(t) = t, v′(t) = et

u′(t) = 1, v(t) = et

∣∣∣∣∣∣ = t2 et

2
− t et +

∫
et dt

=
ex2

(x4 − 2x2 + 2)

2
+ c;

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u(x) = arctg x, v′(x) = 1

u′(x) =
1

1 + x2
, v(x) = x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = x arctg x− J1,
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kde

J1 =
∫ x

1 + x2
dx =

∣∣∣∣∣∣
1 + x2 = t

x dx = 1
2

dt

∣∣∣∣∣∣ = 1

2
ln |t| = 1

2
ln(1 + x2) + c.

Celkem tedy ∫
arctg x dx = x arctg x− 1

2
ln(1 + x2) + c.

Cvičeńı 3.1. Užit́ım substitučńıch metod spočtěte dané integrály na daných oborech:

a)
∫ 1

3− 4x
dx na

(
3

4
,∞

)
;

b)
∫ sin x

cos4 x
dx na

(
−π

2
,
π

2

)
;

c)
∫ x3

√
5 + x2

dx na R;

d)
∫ arcsin3 x√

1− x2
dx na (−1, 1) ;

e)
∫ 1

x2 + 4x + 29
dx na R;

f)
∫ 1√

5− 4x− x2
dx na (−5, 1) .

Cvičeńı 3.2. Užit́ım metody per partes spočtěte dané integrály na daných oborech:

a)
∫

x cos(4x + 3) dx na R;

b)
∫

x sin2 x dx na R;

c)
∫

log x dx na (0,∞) ;

d)
∫

arctg 3x dx na R;

e)
∫

e2x cos 5x dx na R;

f)
∫ ln2 x

x3
dx na (0,∞) .

4 Integrace racionálńıch funkćı.

Jak jǐz v́ıme z teorie racionálńıch funkćı, m̊užeme zadanou ryźı racionálńı funkci
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rozložit na parciálńı zlomky tvaru

(I)
A

(ax + b)l (II)
Bx + C

(px2 + qx + r)k

kde k, l ∈ N, a 6= 0, p 6= 0, q2 − 4pr < 0, A 6= 0 a B2 + C2 6= 0. Je zřejmé, že
pro integraci parciálńıch zlomk̊u typu (I) m̊užeme použ́ıt substituci ax + b = t, která
převede tento typ na tabulkový integrál

∫
t−l dt.

Př́ıklad 4.1.∫ 1

(3x + 4)5 dx =

∣∣∣∣∣ 3x + 4 = t
3 dx = dt

∣∣∣∣∣ = 1

3

∫ 1

t5
dt = − 1

12 (3x + 4)4 + c,

kde x ∈ (−∞,−4/3) nebo x ∈ (−4/3,∞).

Integrace parciálńıch zlomk̊u tvaru (II) je jǐz trošku náročněǰśı. Nejprve se budeme
zabývat př́ıpadem, kdy k = 1. Pak je vhodné upravit integrand na tvar

K
f ′(x)

f(x)
+ L

1

f(x)
,

který jǐz snadno integrujeme pomoćı prvńı substitučńı metody.

Př́ıklad 4.2. Vypočtěte integrál∫ x

x2 + 3x + 3
dx.

Řešeńı. Integrovaná funkce je definovaná pro všechna x ∈ R a x2 + 3x + 3 > 0 na
R.

∫ x

x2 + 3x + 3
dx =

∫ 1
2
(2x + 3)− 3

2

x2 + 3x + 3
dx

=
1

2

∫ 2x + 3

x2 + 3x + 3
dx− 3

2

∫ 1

x2 + 3x + 3
dx =

1

2
I1 −

3

2
I2

I1 =

∣∣∣∣∣ x2 + 3x + 3 = t, t > 0
(2x + 3)dx = dt

∣∣∣∣∣ =
∫ 1

t
dt = ln t = ln(x2 + 3x + 3),

I2 =
∫ 1

(x + 3
2
)2 + 3

4

dx =
4

3

∫ 1

(2x+3√
3

)2 + 1
dx =

∣∣∣∣∣
2x+3√

3
= t

dx =
√

3
2

dt

∣∣∣∣∣
=

2
√

3

3

∫ dt

t2 + 1
=

2
√

3

3
arctg t =

2
√

3

3
arctg t =

2
√

3

3
arctg

2x + 3√
3

.
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Celkem
1

2
I1 −

3

2
I2 =

1

2
ln(x2 + 3x + 3)−

√
3 arctg

2x + 3√
3

+ c,

kde c ∈ R je libovolné.

Př́ıklad 4.3.∫ 2x + 1

9x2 + 6x + 5
dx =

1

9

∫ 18x + 6

9x2 + 6x + 5
dx +

1

3

∫ 1

9x2 + 6x + 5
dx

=
1

9
I1 +

1

3
I2

I1 =

∣∣∣∣∣ 9x2 + 6x + 5 = t
(18x + 6)dx = dt

∣∣∣∣∣ =
∫ 1

t
dt = ln |t|+ c1 = ln(9x2 + 6x + 5) + c1

I2 =
∫ 1

(3x + 1)2 + 4
dx =

∣∣∣∣∣ 3x + 1 = t
3 dx = dt

∣∣∣∣∣ = 1

3

∫ 1

t2 + 4
dt

=
1

6
arctg

3x + 1

2
+ c2.

Celkem dostáváme∫ 2x + 1

9x2 + 6x + 5
dx =

1

9
ln(9x2 + 6x + 5) +

1

18
arctg

3x + 1

2
+ c.

Zbývá nám integrace parciálńıch zlomk̊u tvaru

Bx + C

(px2 + qx + r)k , k > 1, k ∈ N.

Nejdř́ıve uprav́ıme integrand na tvar

K
f ′(x)

(f(x))k + L
1

(f(x))k .

Prvńı sč́ıtanec integrujeme podle prvńı substitučńı metody, ve druhém sč́ıtanci up-
rav́ıme výraz 1/ (f(x))k na tvar 1/ (t2 + a2)

k
a primitivńı funkci urč́ıme užit́ım rekurentńıho

vztahu ∫ 1

(t2 + a2)k+1 dt =
1

2ka2

(
t

(t2 + a2)k + (2k − 1)
∫ 1

(t2 + a2)k dt

)
.

Nyńı si tento rekurentńı vztah odvod́ıme užit́ım metody per partes. Označme

Jk =
∫ 1

(t2 + a2)k dt.
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Jk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u(x) =

1

(t2 + a2)k v′ (t) = 1

u′ (x) = − 2kt

(t2 + a2)k+1 v(t) = t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

t

(t2 + a2)k + 2k
∫ t2

(t2 + a2)k+1 dt

=
t

(t2 + a2)k + 2k
∫ (t2 + a2)− a2

(t2 + a2)k+1 dt

=
t

(t2 + a2)k + 2k
∫ 1

(t2 + a2)k dt− 2ka2
∫ 1

(t2 + a2)k+1 dt

a odtud dostáváme rovnici

Jk =
t

(t2 + a2)k + 2kJk − 2ka2Jk+1.

Př́ıklad 4.4. Vypočtěte integrál∫ 1

x3 − 1
dx na (1,∞).

Řešeńı. ∫ 1

x3 − 1
dx =

1

3

∫ 1

x− 1
dx− 1

3

∫ x + 2

x2 + x + 1
dx =

1

3
(I1 − I2)

I1 =

∣∣∣∣∣ x− 1 = t, t > 0
dx = dt

∣∣∣∣∣ =
∫ 1

t
dt = ln t = ln(x− 1),

I2 =
∫ 1

2
(2x + 1) + 3

2

x2 + x + 1
dx =

1

2

∫ 2x + 1

x2 + x + 1
dx +

3

2

∫ 1

x2 + x + 1
dx

=
1

2
J1 +

3

2
J2

J1 =

∣∣∣∣∣ x2 + x + 1 = t
(2x + 1)dx = dt

∣∣∣∣∣ =
∫ 1

t
dt = ln t = ln(x2 + x + 1)

J2 =
∫ 1(

x + 1
2

)2
+ 3

4

dx =
4

3

∫ 1(
2x+1√

3

)2
+ 1

dx =

∣∣∣∣∣
2x+1√

3
= t

dx =
√

3
2

dt

∣∣∣∣∣
=

2√
3

∫ 1

t2 + 1
dt =

2√
3

arctg t =
2√
3

arctg
2x + 1√

3
+ c

Celkem tedy∫ 1

x3 − 1
dx = ln 3

√
x− 1− ln

6
√

x2 + x + 1− 1√
3

arctg
2x + 1√

3
+ c

pro x ∈ (1,∞).
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Př́ıklad 4.5.∫ 2x + 3

(4x2 − 4x + 3)2 dx =
1

4

∫ 8x− 4

(4x2 − 4x + 3)2 dx + 4
∫ 1(

(2x− 1)2 + 2
)2 dx

=
1

4
I1 + 4I2,

I1 =

∣∣∣∣∣ 4x2 − 4x + 3 = t
(8x− 4)dx = dt

∣∣∣∣∣ =
∫ 1

t2
dt = −1

t
+ c1 = − 1

4x2 − 4x + 3
+ c1

I2 =
∫ 1(

(2x− 1)2 + 2
)2 dx =

∣∣∣∣∣ 2x− 1 = t
2 dx = dt

∣∣∣∣∣ = 1

2

∫ 1

(t2 + 2)2 dt

=
1

2

(
t

4 (t2 + 2)
+

1

4

∫ 1

t2 + 2
dt

)
=

1

8

(
t

t2 + 2
+

1√
2

arctg
t√
2

)
+ c2

=
1

8

(
2x− 1

4x2 − 4x + 3
+

1√
2

arctg
2x− 1√

2

)
+ c2.

Závěrem máme∫ 2x + 3

(4x2 − 4x + 3)2 dx =
4x− 3

4 (4x2 − 4x + 3)
+

1

2
√

2
arctg

2x− 1√
2

+ c.

Cvičeńı 4.1. Spočtěte dané integrály na daných oborech:

a)
∫ 4x− 1

x2 + 5x + 7
dx na R;

b)
∫ 2x + 3

x2 + x− 2
dx na (−2, 1) ;

c)
∫ x4 − 6x2 + x− 2

x4 − 2x3
dx na (0, 2) ;

d)
∫ x2 − 1

x3 + x2 + x
dx na (0,∞) ;

e)
∫ 3x2 − 4x + 4

x3 − 2x2 + 2x
dx na (−∞, 0) ;

f)
∫ 5 ln x + 3

x
(
ln2 x− ln x + 1

) dx na (0,∞) .
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5 Integrace goniometrických funkćı.

Zavedeme nejprve pojem polynomu n proměnných:

P (u1, u2, . . . , un) =
m1∑

k1=0

m2∑
k2=0

· · ·
mn∑

kn=0

ak1k2...knuk1
1 uk2

2 . . . ukn
n ,

kde n ∈ N, ak1k2...kn ∈ R, ki, mi jsou celá nezáporná č́ısla.

R(u1, u2, . . . , un) =
P (u1, u2, . . . , un)

Q(u1, u2, . . . , un)

je racionálńı funkce n proměnných.
Rozlǐśıme tři základńı typy integrál̊u.

5.1 Typ
∫
R(sin x, cos x) dx .

Necht’

R(u, v) =
P (u, v)

Q(u, v)

je racionálńı funkce dvou proměnných u = sin x a v = cos x.

Integraci funkćı tohoto typu lze převést na integraci funkćı racionálńıch v proměnné
t zavedeńım následuj́ıćıch substitućı:

1) Plat́ı-li R(−u, v) = −R(u, v), polož́ıme cos x = t.

2) Plat́ı-li R(u,−v) = −R(u, v), polož́ıme sin x = t.

3) Plat́ı-li R(−u,−v) = R(u, v), polož́ıme tg x = t.

4) V ostatńıch př́ıpadech polož́ıme tg x
2

= t.

Při zavedeńı substituce tg x = t využijeme
tyto vztahy (pro lehké zapamatováńı je
můžeme źıskat z následuj́ıćıho obrázku:)

cos x =
1√

1 + t2
, sin x =

t√
1 + t2

.

Při substituci tg x
2

= t dostaneme:
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cos x = cos2 x

2
− sin2 x

2
=

1− t2

1 + t2
,

sin x = 2 sin
x

2
cos

x

2
=

2t

1 + t2
.

Př́ıklad 5.1. Vypočtěte primitivńı funkci k funkci

cos3 x

1 + 4 sin2 x

na intervalu R.
Řešeńı.

R(u,−v) =
(−v)3

1 + 4u2
= − v3

1 + 4u2
= −R(u, v).

Zvoĺıme substituci sin x = t.∫ cos3 x

1 + 4 sin2 x
dx =

∣∣∣∣∣ sin x = t
cos x dx = dt

∣∣∣∣∣ =
∫ 1− t2

1 + 4t2
dt

=
1

4

∫ (
−1 +

5

1 + 4t2

)
dt =

1

4

(
−t +

5

2
arctg 2t

)
+ c

=
1

4

(
− sin x +

5

2
arctg(2 sin x)

)
+ c.

Př́ıklad 5.2. Vypočtěte primitivńı funkci k funkci

1

4 sin2 x− 4 sin x cos x + 7 cos2 x

na intervalu (0, π/2).
Řešeńı.

R(−u,−v) =
1

4(−u)2 − 4(−u)(−v) + 7(−v)2
=

1

4u2 − 4uv + 7v2
= R(u, v).

Zvoĺıme substituci tg x = t.∫ 1

4 sin2 x− 4 sin x cos x + 7 cos2 x
dx

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
tg x = t sin x = t√

1+t2

x = arctg t dt cos x = 1√
1+t2

dx = 1
1+t2

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∫ 1(

4 t2

1+t2
− 4t

1+t2
+ 7 1

1+t2

) 1

1 + t2
dt =

∫ 1

4t2 − 4t + 7
dt =

∫ 1

(2t− 1)2 + 6
dt

=
1

2
√

6
arctg

2t− 1√
6

+ c =
1

2
√

6
arctg

2 tg x− 1√
6

+ c
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Př́ıklad 5.3. Vypočtěte primitivńı funkci k funkci

1

4− 5 sin x

na intervalu (0, π/4).
Řešeńı. Zvoĺıme substituci tg x

2
= t.

∫ 1

4− 5 sin x
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
tg x

2
= t sin x = 2t

1+t2

x = 2 arctg t cos x = 1−t2

1+t2

dx = 2
1+t2

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 2(
4− 10t

1+t2

)
(1 + t2)

dt =
∫ 1

2t2 − 5t + 2
dt

=
1

3

∫ (
1

t− 2
− 2

2t− 1

)
dt + c =

1

3
(ln |t− 2| − ln |2t− 1|) + c

=
1

3
ln

∣∣∣∣∣ tg x
2
− 2

2 tg x
2
− 1

∣∣∣∣∣+ c.

5.2 Typ
∫
sin αx sin βx dx .

Necht’ α, β ∈ R. K výpočtu integrál̊u∫
sin αx sin βx dx,

∫
sin αx cos βx dx,

∫
cos αx cos βx dx.

použijeme vzorce

sin αx sin βx =
1

2
[cos(α− β)x− cos(α + β)x] ,

cos αx cos βx =
1

2
[cos(α− β)x + cos(α + β)x] ,

sin αx cos βx =
1

2
[sin(α + β)x + sin(α− β)x] .

Př́ıklad 5.4. Vypočtěte primitivńı funkci k funkci sin 3x cos 2x na R.
Řešeńı. Použijeme vzorec

sin αx cos βx =
1

2
[sin(α + β)x + sin(α− β)x] .

∫
sin 3x cos 2x dx =

1

2

∫
(sin 5x + sin x) dx = − 1

10
cos 5x− 1

2
cos x + c.
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5.3 Typ
∫
sinm x cosn x dx .

Necht’ m, n jsou celá nezáporná a sudá č́ısla. Pro výpočet integrálu∫
sinm x cosn x dx

použijeme vzorce

sin2 x =
1

2
(1− cos 2x) , cos2 x =

1

2
(1 + cos 2x) , sin 2x = 2 sin x cos x.

Př́ıklad 5.5. Vypočtěte primitivńı funkci k funkci sin4 x cos2 x na R.
Řešeńı.∫

sin4 x cos2 x dx =
1

4

∫
sin2 2x sin2 x dx =

1

16

∫
(1− cos 4x) (1− cos 2x) dx

=
1

16

∫
(1− cos 2x− cos 4x + cos 4x cos 2x) dx

=
1

16

(∫
dx−

∫
cos 4x dx−

∫
cos 2x dx +

∫
cos 4x cos 2x dx

)
=

1

16

(
x− 1

4
sin 4x− 1

2
sin 2x +

1

4
sin 2x +

1

12
sin 6x

)
+ c

=
1

16

(
x− 1

4
sin 4x− 1

4
sin 2x +

1

12
sin 6x

)
+ c.

Cvičeńı 5.1. Spočtěte dané integrály na daných oborech:

a)
∫ sin x cos2 x

cos2 x + 1
dx na R;

b)
∫ sin5 x cos x

1 + 2 cos x + cos2 x
dx na (−π, π) ;

c)
∫ sin3 x

2 + cos x
dx na R;

d)
∫ 1

1 + cos2 x
dx na R;

e)
∫ 1

sin2 x + 3 sin x cos x
dx na

(
0,

π

2

)
;

f)
∫ 1

cos x− 2 sin x + 5
dx na R.

6 Integrace iracionálńıch funkćı.

Opět odlǐśıme dva základńı typy integrál̊u iracionálńıch funkćı.
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6.1 Typ
∫
R
(
x, q1

√
ax+b
cx+d ,

q2

√
ax+b
cx+d , . . . ,

qm

√
ax+b
cx+d

)
dx .

Necht’ R je racionálńı funkce m + 1 proměnných. Uvažujme funkci

R

x, q1

√
ax + b

cx + d
, q2

√
ax + b

cx + d
, . . . , qm

√
ax + b

cx + d

 ,

kde a, b, c, d ∈ R, přičemž ad− bc 6= 0.

Integraci funkćı tohoto typu lze převést na integraci funkćı racionálńıch v proměnné
t. Vyjdeme-li ze vztahu

ax + b

cx + d
= ts,

kde s je nejmenš́ı společný násobek č́ısel q1, q2,...,qm, dostaneme

x =
dts − b

a− cts
.

Př́ıklad 6.1. Vypočtěte primitivńı funkci k funkci

1

x

√
4x + 1

x− 1

na intervalu (1,∞).
Řešeńı.

∫ 1

x

√
4x + 1

x− 1
dx =

∣∣∣∣∣∣
4x+1
x−1

= t2 x = t2+1
t2−4

dx = −10t
(t2−4)2

dt

∣∣∣∣∣∣
= −10

∫ t2

(t2 + 1) (t2 − 4)
dt = 2

∫ (
− 1

t2 + 1
+

1

t + 2
− 1

t− 2

)
dt

= 2 ln
∣∣∣∣ t + 2

t− 2

∣∣∣∣− 2 arctg t + c

= 2 ln

∣∣∣∣∣∣
√

4x+1
x−1

+ 2√
4x+1
x−1

− 2

∣∣∣∣∣∣− 2 arctg

√
4x + 1

x− 1
+ c.

Př́ıklad 6.2. Vypočtěte primitivńı funkci k funkci

√
x− 3

√
x

x 4
√

x + x 3
√

x

na intervalu (0,∞).
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Řešeńı.∫ √
x− 3

√
x

x 4
√

x + x 3
√

x
dx =

∣∣∣∣∣ x = t12

dx = 12t11 dt

∣∣∣∣∣ = 12
∫ t6 − t4

t15 + t16
t11 dt = 12

∫ t2 − 1

t + 1
dt

= 12
∫

(t− 1) dt = 6t2 − 12t + c = 6 6
√

x− 12 12
√

x + c.

6.2 Typ
∫

R(x,
√

px2 + qx + r) dx .

Necht’

R(u, v) =
P (u, v)

Q(u, v)

je racionálńı funkce dvou proměnných u, v a p, q, r ∈ R, p 6= 0. Uvažujme integrál∫
R(x,

√
px2 + qx + r) dx .

Pokud má polynom px2 + qx + r

• dvojnásobný reálný kořen, pak jde o integraci racionálńı funkce;

• dva r̊uzné reálné kořeny, pak můžeme převést integrál na integrál typu

∫
R

x, q1

√
ax + b

cx + d
, q2

√
ax + b

cx + d
, . . . , qm

√
ax + b

cx + d

 dx ;

• komplexńı kořeny, pak tento př́ıpad snadno převedeme jednoduchými úpravami
a lineárńı substitućı na následuj́ıćı tvar:∫

R(x,
√

1 + x2) dx,

který dále můžeme poč́ıtat s použit́ım:

(a) Eulerovy substituce

x =
t2 − 1

2t
, dx =

t2 + 1

2t2
dt,

která převede daný integrál na integrál z racionálńı funkce (substituce se
někdy ṕı̌se ve tvaru

√
1 + x2 = t− x);

(b) goniometrické substituce

x = tg t, dx =
1

cos2 t
dt,

která převede daný integrál na integrál z funkce R(cos t, sin t);
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(c) hyperbolické substituce

x = sinh t, dx = cosh t dt, nebo x = cosh t, dx = sinh t dt,

která převede daný integrál na integrál z funkce R(cosh t, sinh t). Ve
všech výše uvedených př́ıpadech použ́ıváme Větu 3.2 (Druhá substitučńı
metoda).

Př́ıklad 6.3. Vypočtěte primitivńı funkci k funkci

1

(x + 4)
√

x2 + 3x− 4
.

Řešeńı. Funkce je definovaná na množině (−∞,−4) ∪ (1,∞). Uvažujme interval
(1,∞) a použijeme Větu 3.2. Pak∫ 1

(x + 4)
√

x2 + 3x− 4
dx =

∫ 1

(x + 4)2
√

x−1
x+4

dx

=

∣∣∣∣∣∣ t =
√

x−1
x+4

x = 4t2+1
1−t2

dx = 10t
(1−t2)2

dt

∣∣∣∣∣∣
=

∫ (1− t2)2

25t
· 10t

(1− t2)2
dt

=
2

5

∫
dt =

2

5
t =

2

5

√
x− 1

x + 4
+ c.

Integrály typu ∫ Ax + B√
ax2 + bx + c

dx,

kde A, B, a, b, c ∈ R, A 6= 0, a 6= 0, lze řešit výhodně tak, že je převedeme
na součet integrál̊u

K
∫ f ′(x)

f(x)
dx + L

∫ 1√
f(x)

dx,

které jǐz snadno vypočteme.

Př́ıklad 6.4. Vypočtěte primitivńı funkci k funkci

x− 1√
1− 2x− x2

.

26



Řešeńı.∫ x− 1√
1− 2x− x2

dx = −1

2

∫ −2x− 2√
1− 2x− x2

dx− 2
∫ 1√

2− (x + 1)2
dx

= −
√

1− 2x− x2 − 2 arcsin
x + 1√

2
+ c,

kde x ∈ (−1−
√

2,−1 +
√

2).

Př́ıklad 6.5. Vypočtěte integrál∫ x + 2√
x2 + 2x + 2

dx na R.

Řešeńı.∫ x + 2√
x2 + 2x + 2

dx =
∫ x + 2√

(x + 1)2 + 1
dx =

∣∣∣∣∣ x + 1 = u
dx = du

∣∣∣∣∣
=

∫ u + 1√
1 + u2

du =
∫ u√

1 + u2
du +

∫ 1√
1 + u2

du

= I1 + I2,

kde

I1 =

∣∣∣∣∣ 1 + u2 = s2

u du = s ds

∣∣∣∣∣ =
∫

ds = s =
√

1 + u2 =
√

x2 + 2x + 2;

I2 = ln(u +
√

1 + u2) = ln(x + 1 +
√

x2 + 2x + 2).

Celkem dostáváme∫ x + 2√
x2 + 2x + 2

dx =
√

x2 + 2x + 2 + ln(x + 1 +
√

x2 + 2x + 2) + c

pro x ∈ R.

Př́ıklad 6.6. Vypočtěte primitivńı funkci k funkci

1√
1 + x2

na R.
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Řešeńı. Zvoĺıme Eulerovu substituci podle bodu (a), kde t ∈ (0,∞) a použijeme
Větu 3.2.

∫ 1√
1 + x2

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x =

t2 − 1

2t

dx =
t2 + 1

2t2
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 1√
1 + (t2−1)2

4t2

· t2 + 1

2t2
dt

=
∫ 1√

(t2+1)2

4t2

· t2 + 1

2t2
dt =

∫ 1

t
dt = ln t

= ln
(
x +

√
1 + x2

)
+ c.

Př́ıklad 6.7. Vypočtěte primitivńı funkci k funkci

√
1 + x2

na R.
Řešeńı. Zvoĺıme hyperbolickou substituci podle bodu (c), kde t ∈ (−∞,∞).

∫ √
1 + x2 dx =

∣∣∣∣∣ x = sinh t t = argsinh x
dx = cosh tdt

∣∣∣∣∣
=

∫ √
1 + sinh2 t cosh t dt =

∫
cosh2 t dt

=
1

2

∫
(1 + cosh 2t) dt =

1

2

(
t +

1

2
sinh 2t

)
=

1

2
(t + sinh t cosh t) =

1

2

(
t + sinh t

√
1 + sinh2 t

)
=

1

2

(
argsinh x + x

√
1 + x2

)
=

1

2

[
ln(x +

√
1 + x2) + x

√
1 + x2

]
+ c.

Poznámka 6.1. Předešlý př́ıklad lze též řešit metodou per partes při současném
využit́ı výsledku z Př́ıkladu 6.6 tohoto odstavce.

Př́ıklad 6.8. Vypočtěte integrál∫
x
√

1− 4x− x2 dx.

28



Řešeńı. Daná funkce je definovaná pro x ∈ (−2− 2
√

5,−2 + 2
√

5).

∫
x
√

1− 4x− x2 dx =
√

5
∫

x

√√√√1−
(

x + 2√
5

)2

dx =

∣∣∣∣∣
x+2√

5
= u

dx =
√

5du

∣∣∣∣∣
= 5

∫
(
√

5u− 2)
√

1− u2 du

= 5
√

5
∫

u
√

1− u2 du− 10
∫ √

1− u2 du

= 5
√

5I1 − 10I2,

kde

I1 =

∣∣∣∣∣ 1− u2 = s2

u du = s ds

∣∣∣∣∣ = −
∫

s2 ds = −1

3
s3 = −1

3
(1− u2)

√
1− u2

= − 1

15
√

5
(1− 4x− x2)

√
1− 4x− x2,

I2 =
∫ √

1− u2 du.

Dle Př́ıkladu 3.2 pak máme

I2 =
1

2

(
arcsin u + u

√
1− u2

)
=

1

2

[
arcsin

(
x + 2√

5

)
+

x + 2

5

√
1− 4x− x2

]
.

Celkem dostáváme∫
x
√

1− 4x− x2 dx

= −1

3

√
(1− 4x− x2)3 − (x + 2)

√
1− 4x− x2 − 5 arcsin

x + 2√
5

+ c

pro x ∈ (−2− 2
√

5,−2 + 2
√

5).

Př́ıklad 6.9. Vypočtěte integrál∫ x5

(x2 − 1)
√

1− x2
dx.

Řešeńı. Integrovaná funkce je definovaná pro x ∈ (−1, 1).

I =

∣∣∣∣∣ 1− x2 = u2,
x dx = −u du

∣∣∣∣∣ =
∫ (1− u2)2

u2
dt =

1

3
u3 − 2u− 1

u
+ c

=
1

3
(1− x2)

√
1− x2 − 2

√
1− x2 − 1√

1− x2
+ c
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Cvičeńı 6.1. Spočtěte dané integrály na daných oborech:

a)
∫ √

x

1 +
√

x
dx na (0,∞) ;

b)
∫ √

x + 3
√

x
4
√

x5 − 6
√

x7
dx na (0, 1) ;

c)
∫ √

1 + x

1− x
dx na (−1, 1) ;

d)
∫ x− 3√

3− 2x− x2
dx na (−3, 1) ;

e)
∫ √

x2 + 4x + 3 dx na (−1,∞) ;

f)
∫ x√

x2 + x + 1
dx na R.

30



7 Kontrolńı otázky.

• Definujte primitivńı funkci a neurčitý integrál a uved’te jejich základńı vlast-
nosti.

• Znáte nějaké neelementárńı integrály? V čem spoč́ıvá jejich neelementárnost?

• Uved’te větu o integraci metodou per partes.

• Č́ım se lǐśı 1. a 2. substitučńı metoda? Zformulujte zněńı odpov́ıdaj́ıćıch vět.

• Vysvětlete myšlenkový postup výpočtu primitivńı funkce k parciálńım zlomk̊um
tvaru

Bx + C

(px2 + qx + r)k
,

kde polynom ve jmenovateli má komplexńı kořeny.

• Vysvětlete postup při integraci racionálńı funkce.

• Odvod’te rekurentńı vztah pro výpočet integrálu∫ 1

(t2 + a2)k
dt.

• Co je ćılem substitućı při řešeńı
∫

R(sin x, cos x) dx?

• Jak se řeš́ı integrály typu
∫

sin αx · sin βx dx apod. ?

• Odvod’te, čemu se rovná sin x, cos x při substituci tg x
2
.

• Popǐste postup při řešeńı integrál̊u tvaru∫ Ax + B√
ax2 + bx + c

dx.

• Jak lze vypoč́ıtat integrály tvaru
∫ √

ax2 + bx + c dx?
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8 Autotest.

Spočtěte dané integrály na daných oborech:

1)
∫ 3 + ln x

x 3
√

ln x− 4
dx na

(
0, e4

)
;

2)
∫

e−2x sin(3x+2) dx na R;

3)
∫ cos 2x

cos x + sin x
dx na

(
−π

4
,
3π

4

)
;

4)
∫ 1√

2x− x2
dx na (0, 2) ;

5)
∫ 1− 2 sin2 x

sin3 x cos x
dx na

(
0,

π

2

)
;

6)
∫ (2x − 3x)2

6x
dx na R;

7)
∫ 2 ln x + 7

x
(
ln2 x + ln x− 2

) dx na ;

8)
∫ 1

x3
5

√
x

x + 1
dx na (−∞,−1) ;

9)
∫

cos(3x− 1) cos
x + 2

3
dx na R;

10)
∫

x2 cos2 x dx na R.

9 Výsledky cvičeńı a autotestu.

Cvičeńı 2.1.

a)
x4

4
− ln |x|+ 2

5
x 4
√

x + 18 3
√

x + c;

b)
2
√

x

45
(5x4 − 27x2 − 45) + c;

c)
x

3

(
2
√

x− 3
)

+ c;

d) x + cos x + c;

e)
x− sin x

2
+ c;

f) tg x− x + c.
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Cvičeńı 3.1.

a) −1

4
ln |3− 4x|+ c = −1

4
ln(4x− 3) + c pro x ∈

(
3

4
,∞

)
;

b)
1

3 cos3 x
+ c;

c)
1

3

√
(5 + x2)3 − 5

√
5 + x2 + c;

d)
1

4
arcsin4 x + c;

e)
1

5
arctg

x + 2

5
+ c;

f) arcsin
x + 2

3
+ c.

Cvičeńı 3.2.

a)
x sin(4x + 3)

4
+

cos(4x + 3)

16
+ c;

b)
1

8
(2x2 − 2x sin 2x− cos 2x) + c;

c) x log x− x

ln 10
+ c;

d) x arctg 3x− 1

6
ln
(
1 + 9x2

)
+ c;

e)
e2x

29
(5 sin 5x + 2 cos 5x) + c;

f) − ln2 x

2x2
− ln x

2x2
− 1

4x2
+ c.

Cvičeńı 4.1.

a) 2 ln
(
x2 + 5x + 7

)
− 22√

3
arctg

2x + 5√
3

+ c;

b)
5

3
ln |x− 1|+ 1

3
ln |x + 2|+ c;

c) x− 1

2x2
+ ln

|x3|
|x− 2|

+ c;

d) ln
|x2 + x + 1|

|x|
+ c;

e) ln x2
√

x2 − 2x + 2 + c;
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f)
5

2
ln
∣∣∣ln2 x− ln x + 1

∣∣∣+ 11√
3

arctg
2 ln x− 1√

3
+ c.

Cvičeńı 5.1.

a) arctg (cos x)− cos x + c;

b) −cos2 x

2
+

2 cos3 x

3
− cos4 x

4
+ c;

c)
1

2
cos2 x− 2 cos x + 3 ln |cos x + 2|+ c;

d)
1√
2

arctg

(
tg x√

2

)
+ c;

e)
1

3
ln

∣∣∣∣∣ tg x

tg x + 3

∣∣∣∣∣+ c;

f)
1√
3

arctg
2 tg x

2
− 1√

5
+ c.

Cvičeńı 6.1.

a) x− 2
√

x + 2 ln(
√

x + 1) + c;

b) 4 4
√

x + 6 6
√

x + 24 12
√

x + 24 ln | 12
√

x− 1|+ c;

c) 2 arctg

√
1 + x

1− x
−
√

1− x2 + c;

d) −
√

3− 2x− x2 − 4 arcsin
(

x + 1

2

)
+ c;

e)
1

4
(2x + 4)

√
x2 + 4x + 3− 1

2
ln
(
x + 2 +

√
x2 + 4x + 3

)
+ c;

f) −1

2
ln

2x + 1 +
√

x2 + x + 1√
3

+
√

x2 + x + 1 + c.

Autotest. 8

1)
3

5
3
√

(ln x− 4)5 +
21

2
3
√

(ln x− 4)2 + c;

2)
−e−2x

13
(3 cos (3x + 2) + 2 sin (3x + 2)) + c;

3) sin x + cos x + c;

4) arcsin (x− 1) + c;
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5) − 1

2 tg2 x
+

2

tg x
+ ln |tg x|+ c;

6)

(
2
3

)x
−
(

3
2

)x

ln 2
3

− 2x + c;

7) −1

2

(
x + 2

x2 + 2x + 2
+ arctg (x + 1)

)
+ c;

8)
5

4

(
x + 1

x

)4/5

− 5

9

(
x + 1

x

)9/5

+ c;

9)
3

20
sin

10x− 1

3
+

3

16
sin

8x− 5

3
+ c;

10)
1

6
x3 +

1

4
x2 sin 2x +

1

4
x cos 2x− 1

8
sin 2x + c.
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A Vzorová zadáńı kontrolńıch test̊u.

Matematika, 1. semestr Zpracoval:
Test č. 3 Jméno: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Adresa: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Vhodnými úpravami vypočtěte integrály:

a)
∫ (1− x)2

x
√

x
dx b)

∫ 1 + sin2 x + 2 cos2 x

1− cos 2x
dx

c)
∫ 1 + cos2 x · sin2 x

2

cos2 x
dx d)

∫ 3x4 − 7x2 + 5

x2 + 1
dx

2. Vhodnou substitućı řešte integrály:

a)
∫ 1

4x2 + 4x + 5
dx b)

∫ 1√
4 + 6x− 3x2

dx

c)
∫ x

(1 + x2)3 dx d)
∫ 5

x(3− 5 ln x)
dx

3. Metodou per partes vypočtěte:

a)
∫

(x− 1)2 sin(2x− 1) dx b)
∫

e2x · cos 3x dx

c)
∫

arcsin2 x dx d)
∫ √

x ln2 x dx

e)
∫ √

3 + 4x− x2 dx

př. 1a 1b 1c 1d 2a 2b 2c 2d 3a 3b 3c 3d 3e
∑

opravil(a)

max. bod̊u 2 2 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 36
źıs. bod̊u



Matematika, 1. semestr Zpracoval:
Test č. 4 Jméno: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Adresa: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Vypočtěte integrály racionálńıch funkćı:

a)
∫ x3 − 1

4x3 − x
dx b)

∫ x

x3 − 1
dx

c)
∫ x2 − 2x− 7

x4 + 2x2 − 8x + 5
dx

2. Vhodnými substitucemi řešte integrály:

a)
∫ x + 1

x
√

x− 2
dx b)

∫
3

√
x + 1

x− 1
· 1

(x + 1)(x− 1)
dx

c)
∫ 2x− 10√

1 + x− x2
dx d)

∫ 2− sin x

2 + cos x
dx

e)
∫ 1

sin5 x · cos5 x
dx

př. 1a 1b 1c 2a 2b 2c 2d 2e
∑

opravil(a)

max. bod̊u 4 4 4 4 4 4 4 4 32
źıs. bod̊u
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